Terminale

MATHEMATIQUES

Limites de fonctions : entrainement 3 (corrigé)

Exercice 1

Partie A : étude de fonction

1. Calcul de la limite en —occ.

Pour tout réel z on a f(z) = ze® x e~ ' + 1.

: xr __ . A . o 02
Or, 1113100 e’ =0, Faites apparaitre la limite de référence
. 5
Donc, par produit 1113100 ze® xe =0, ZBIPOO re® = 0.
et par somme lim ze® xe '41=1
xr—r—00

On en déduit que la droite d’équation y = 1 est asymptote horizontale a C au voisinage de —oo.

2. On a f(z) = ze” x e !+ 1, et, par opérations sur les limites :
Il n’y a aucune forme indéterminée ici. Produit
IEIEOO f(z) =40 et somme permettent de conclure.

3. f est dérivable sur R comme somme de fonctions dérivables sur R.

Remarques

/ _ x—1 r—1
f(x) = \1,.16\,./—"\35./ x &e’_/—i—O e La dérivée d’une constante est nulle.
w(z) v(z)  u(z) v’ (z) o (") =u'e™

e Toujours factoriser.
= (x+1) !
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4. Pour tout réel z, =1 > 0, on en déduit donc le tableau de variation suivant :

T —00 -1 400
z+1 - 0 +
1 + +
f'(=) - 0 +
1 +00
1—e2

Partie B : recherche d’une tangente particuliéere

- Calculatrice “

En tragant la courbe représentative de la fonction f sur un écran de calculatrice, on conjecture que la tangente
cherchée existe bien et que c’est au point d’abscisse 1.

Yi=me~in-12+1

== -
nn
-

£

1. La tangente T, a pour équation y = f'(a)(z — a) + f(a), c’est-a-dire :
y=(a+1)e" x—a)+a® ' +1.

2. Soit a > 0, alors :

Point sur une droite

00;0€eT, «— 0=(a+1e* ' (0-a)+aet+1 Un point (ici le point O) est sur une droite (ici
0= ea—l(_ o> —a+a)t1 la tangente T,) si et seulement si ses coordon-
nées vérifient I’équation de cette droite.

— 1-a%*1=0.

3. Solution de I’équation.

Nous n’avons pas encore répondu a la ques-
3 YA 3 idéré . . . o ez
b 1 est une solution de Déquation considérée car| tion, puisqu’il faut encore montrer Punicité de

2.1-1

1—1%¢"""=1-1=0. cette solution.

Or la résolution par le calcul de cette équation
est impossible, on pense donc au TVI.

e Montrons maintenant que cette équation n’admet qu’une unique solution sur l'intervalle |0 ; +ool.
Posons, pour tout = > 0, g(x) = 1 — 2%e®~!. La fonction g est alors dérivable sur 0 ; +oo| et :
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g(r) = —2ze" ' 27 xle” !
uw(z) v(@) u(@)  (2)
= (—2z—a2?)e” !
= —x(2+x)e” !
P i1l li =1 li = —00.
ar ailleurs lim g(x) et x_l}r}_loog(ac) 00
On en déduit le tableau de variations de ¢ sur |0 ; +o0of :
z 0 1 +00
—x _
24z +
ezfl +
g'(x) -

Conclusion : sur |0 ; +oo[,g(z) =0 < =z =1.
4. La tangente cherchée est T, elle a pour équation y = 2(z — 1) + 2, c’est-a-dire :

Yy =2z

Exercice 2
Partie A

1. a. Variations de la fonction g.
g est une fonction polynome, elle est donc dériavable sur R, et :

——— CREEEy—————

On peut aussi utiliser la regle des signes
d’un polynéme du second degré ( stric-
g (x) = =622 + 2 = 22(—3x + 1) tement négatif pour toutes les valeurs
de z, sauf celles qui sont comprises entre
les deux racines).
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X — 0 — +
o0 3 o0
2z - 0 + +
-3z + 1 =+ =+ 0 -
g'(x) - 0 + 0 —

b. Limites de la fonction g en —oo et en 4o00.

lim —2z° = 400
Par somme, hr_ir} —2z° 4+ 2 —1=+400
c—
lim 22 —1= 400 e
r—r—00

Ainsi; lim g(z) = +o0.

r—

On a : Toujours pareil
Pour les limites a ’infini des polynémes
() = —24° (1 + z? 1 — o3 (14 1 n 1 avec indétermination, mettez le terme
g\T) == “ox3 o3 ) -2 223 ) de plus haut degré en facteur.

lim L: im — =0donc lim <1+L+L) =1
z—otoo —2T  z—doo 223 z—+oo —2x 23 . . 3 1 1
Par produit, lim —2x (1 +——+53
lim —22% — —oo z—+0c0 -2z 2z
xr— 400
Ainsi, lim g(z) = —oo0.
xr—+o00
S
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26
2. g(0)=-1<0,g 3 :—E<Oetg

On établit le tableau de variations de la fonction g :

(-1)=2>0

T —00 —1 « 0 l +0o0
+00 _%
\ v 27
2
9() S
0\
-1 —00

On a ainsi —1 < a < 0.

Calculatrice

\

Voici la représentation graphique de la fonction g :

Remarquez que sur ce graphique,

fenétre d’affichage (je vous laisse chercher laquelle), voila ce qu’on obtient

—.

1
ce n’est pas évident de voir que la fonction est croissante sur Iintervalle [0 ; g} et pourtant.... avec une autre

3. Signe de g.

D’apreés le tableau de variations, g(z) < 0 sur Jo ; 400[ et strictement positif sur | — oo ; af et s’annule en a.

x —00 Q +00
g9(z) + 0 -
Partie B
1. Calcul de lim f(x).
Tr—r— 00
Onal+ax+a?+ad=2° (ig + iQ + 1 + 1>_ Par somme on arrive a une forme indé-
=T terminée.
. . . 1
lim —= lim —w= lim —=0
T——00 I T——00 I T——00 I
. 1 1 1
Jm gt gt )=l /1 1 1
T Par produit, lim 2°( =4+ —=+-4+1)=—-x
) 3 ZT——00 3 x?2 oz
lim 2° =—o0
z——00
Ainsi; lim f(z) = —c0.
T——00
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2. a. On multiplie I'inégalité 2 > 1 par x (strictement positif) : 2% > .
On multiplie cette derniére inégalité par z et on obtient > > x°.

Pour z > 1,onadonc: 1<z < 2% < 2.

b. Pourz>1l,onal<z<z?<z’donc0< 1 + z + 22 4+ 2° <42
~— M~ M~
<xz3 <xz3 <xz3 <3

—2x+1 —2x+1

Comme pour tout z, e > 0, en multipliant par e > 0 dans chaque membre, 'inégalité

0<1+z+az®+23 <42 devient :
0< (1 +x+2?+ x3) e 2 Fl « gpde— 22t

ou autrement dit :
0 < f(z) < 4aPe 2t

2x+1
€ ye re . 7’ .
Pour démontrer cette égalité, je vous
c. Ona E(Q:U)Be_% _ex e %" x8x3 _ yyBe—2atl conseille de partir du membre de droite
2 (pour arriver au membre de gauche.

lir}_l 2 = +o0

Tr—r+00

Par composition, lir}rl (22)%e*” =0
—

lim X3%eX = 0 résultat admis dans I'énoncé Lo

X —+oo
P € 3 .—2z
Ainsi, lim —(2x)°e™*" =0.
z—+oo 2
Compte tenu de I’égalité précédemment démontrée, on a lirf 4a3e 24 — .
r—r+00
3 —2x+1

d. D’apres la question précédente, si z > 1, alors 0 < f(x) < 4z°e

Si x tend vers 400, on peut supposer que x > 1 donc 'inégalité 0 < f(x) < 4a3e
3 —2z+1
e

—22+1 oot vérifide.

On sait que lim 4z = 0 donc, d’apres le théoréme des gendarmes, lim f(z) =0.
x—+o00 T—>+00

On en déduit que la courbe Cy admet I'axe des abscisses comme asymptote horizontale en +oo.

3. La fonction f est dérivable sur R et

f'(x)

1422 +322)e 2T + 1+ 24 2%+ 23) (=2)e 2!
( ) )+ ( ) (=2)
u’(x) v(z) u(z) v’ ()
(1 +22+ 322 —2— 22— 222 — 2303) A
(_21‘3 + xQ _ 1) 672I+1
—2z+1

= g(x)e

~2r+1 > 0 donc f'(z) est du signe de g(x).

4. Pour tout x, e
Donc : sur | — oo, af, f'(x) > 0 donc f est strictement croissante sur | — oo, af;

sur Ja, +o0o|, f/(x) < 0 donc f est strictement décroissante sur [, +o0].
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