Terminale %

MATHEMATIQUES

Fonction logarithme népérien : entrainement 3 (corrigé)

Exercice 1

1. On cherche la limite de la fonction f en O :

Comme lim In(z) = —oco alors lin[l) (ln(x))2 N,
250 250
. 2
£1§[1) (ln(:E)) +00 (ln(x))2
o Par quotient, lim ~——/— = 400 et donc lim f(z) = 400
limz =0" v20 T =0

z—0
x>0

On en déduit que la droite d’équation x = 0 est asymptote verticale a la courbe C.

2. a. Démonstration d’une égalité.

Propriété du In

On sait que pour tout a > 0,

Pour z > 0, (In (\/5))2 = (l ln(x)) = i(ln(m))%

In (Va) = % In(a).

On a donc pour tout x de ]0 ; +oof :

4(111(/55))2 (@)’

= 4x
x

1 1
= 4XZ(IH(I))2XE
_ (@)’

x
= [fl@)

b. En utilisant cette écriture de f(x), on cherche la limite de f(z) en +o00 :
lim r =400
r—+00

1
On pose X = vz Par composition lim n(ve) =0donc lim f(x)=0.
ln(X) T— 400 €T Tr—+00
lim —=
X—+oo

=0

On en déduit que I'axe des abscisses est une asymptote a la courbe représentative de la fonction f au
voisinage de +o0.
u
3. a. f est de la forme d'un quotient — avec u(z) = (In(x))? et v(x) = .
v

Pour tout x de J0 ; +o0f,
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Dérivée de2
z+— (Inz) u(x)

—_—— () e v (x)
1 PN ~=
2x —x In(z) x "z — (ln(:c))2 x 1

b. On étudie le signe de f'(x) au moyen d’un tableau.

Pour déterminer le signe de 2 — In(z), on résout (par exemple) I'inéquation : 2 — In(z) > 0.

2—In(z) > 0
—In(z) > -2
In(z) < 2
In(z) < In(e?)
r < e?
T 0 1 e? -+o00
In(z) — + +
2 —In(z) + + —
7 0 + + +
o) = 1) 2o . . .

c. f(1)= w zoetf(eQ)

In (e2))*
()" — L ~osi<t

o2
On obtient alors le tableau de variations ci-dessous, que 1’on compléte :

T 0

«

1 e? +00

+00

f(x)

o

1

N

0 0

4. D’apres le tableau de variations de f, ’équation f(z) = 1 n’a pas de solution sur [1 ; 400 car le minimum

4
de f sur cet intervalle est — <1
e

Sur 10 ; 1] :
e f est continue;
e f est strictement décroissante

)

e 1 €[0; 4+oo[. D’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, I’équation f(x) = 1 admet une

unique solution sur |0 ; 1].

Comme elle n’en a pas sur [1 ; 4o00], on en déduit que I’équation f(x) = 1 admet une unique solution sur

]0; +ool.

I'l"ifi].r'l Higtk

ff,*’_

w=0.USUBEEUIUS Y=I

IZECT
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Calculatrice

On trace la courbe représentant f et la droite
d’équation y = 1, puis avec le solveur gra-

phique on trouve l’abscisse du point d’inter-
section : 0,49 < o < 0, 50.




Exercice 2

1, . :
1. La largeur de 'arc de chainette est égal a 2z et sa hauteur est égale a 5(61 +e % —2).

1
Le probléme étudié revient a résoudre I’équation 5(6z +e T —2)=2z

1
_ T 71_2
S e )
e +e " -2
e +e -2 —4x

X

2x

4r  On multiplie par 2 chacun des membres.
0

x

2.

a. Pour:c>0,:c<e—4)+ex2¢><6—499+612f(fﬂ)
T

7

Donc f(z) peut bien s’écrire sous la forme proposée.

e . , . “’
b. lim — = 400 par croissance comparée et par somme lim |[— —4 ) = +oo0.
T—+oo I z—+oo \ T

e”
lim (_ - 4) — too
T— 00 €T

lim z =400

X
Par produit, hrf x <e_ — 4> = 400
T—+o00 €T

T— 00
eﬂ)
lim x(——4)=+oo o
rohee r Par somme, lim =z <— — 4) +e " —2=400
. r—+00 xX
lim (e —2)=—2car lim e =0
r——+00 T ——+00

Alinsi, xkr}rloo f(z) =400

a. f est dérivable sur [0 ; +oo] et :

Dérivée de
—xT

Dérivée de Dérivée de

z > e” T e T — —4dr — 2
~~ —
fllz) = e” + (=1)e7 " —4

= e"—e "4
b. Démonstration d’une équivalence.

f'(x)=0

(e¥)2 — 1 — 4e”
e.fC
(")’ —4e® —1=0

[

c. Sion pose X =e” alors (e%)? —4e® —1=0 <= X? -4X -1=0
A=16—4x%x1x(—1)=1644 =20 > 0 donc I’équation admet deux solutions :
4-v20 4-2V5
2 2
e =2 — /5 < 0 n’a pas de solution car €® > 0.

X1 =2-V6~r~ —0,24<0et Xo=2+V5~4,24>0

e* =2+Vh — x:ln(Z—l—\/E_)).

Donc f’(z) s’annule pour une seule valeur égale a In(2 + v/5)
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3.a f(0)=1+1-0-2=0
etf(ln(2+x/5)) ~ —3,3.

On obtient le tableau de variations suivant :

T 0 In(2 + v/5) +00
f'(x) - 0 +
0 +o00
f(x) \ /
f(In(2 +V5))

b. — Sur }0; In(2 + \/5)}, f(z) < 0 donc I'équation f(z) =0 n’a pas de solution.
— Sur {1n(2 +5; 400 [, f est continue et strictement croissante.

0e {f(ln(Q +5)); xkr}rloof(:c) [ car f(In(2 ++5)) ~ —3,3 <0 et zBr}rloof(ac) = +o00

D’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, ’équation f(z) = 0 admet une unique
solution strictement positive a.

4. a.
m a b b—a f(m)
2 3 1
2,5 2 2,5 0,5>0,1 ~ 0,26 >0
2,25 | 2,25 [2,5]| 0,25>0,1 | ~—1,4<0
2,375 | 2,375 | 2,5 0,125>0,1 | = —0,66 <0
2,4375 | 2,4375 | 2,5 | 0,0625 < 0,1 | = —0,22<0
b. Grace a cet algorithme, on obtient un encadrement de o : {2,4375 < o < 2,5
5. €3 4¢3 —41—2:0 — em—l—e_m—430—2:Oavecyc:i

t
Cette équation a une unique solution o et « = — <= t = 39« donc la hauteur de 'arche est 2t = 78«

39

39

2,4375 < a < 2,5 <= 190,125 < 78 < 195

donc la hauteur de I’arche est comprise entre 190 et 195 metres.
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