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Premiere

MATHEMATIQUES

Fonction exponentielle : entrainement savoir-faire (corrigé)

Quelques rappels concernant la fonction exponentielle :

4
P—

. x —00 0 1 “+00
4 o V/GY}/V ee
/1
// 0
-4 43 42 41 0 | -

Pour tout réel z, e > 0.

Exercice 1

A connaitre

Pour tous réels x et y, et pour tout entier relatif m

em—i—y — em X ey, e—m _ em—y _ (ew)m _ emw

B —e x+3 ( 2 iw) e—r+3 X 621 e x+3 X e—r _ ez+3 _ —2r+3.
e
(em+2)2 2(z+2)—(22—1) _ 2z+4—2z+1 _ 5
_ _ x —(2x—1) __ x+4—2x _
C= 6%771 =€ =€ =€ .
D = ("+ e—z)Q — (e — e—x)Q Egalités remarquables
On utilise les égalités remarquables :
2 o 2 o (a+b)? = a® 4 2ab+b? et (a—b)* = a® — 2ab+ b*
= e + 2 +e -1e -2 +e _ o= _ -
NP NN =~ aveca=¢e¢" et b=e"".
a?  2ab b2 a®  2ab b2 N’oubliez pas que €® x e % = 2e*~% = 2¢% = 2.
= 4
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Exercice 2

1.
e 2 =1
e ¥ = ¢ Méthode
—2r = 0 On écrit Péquation sous la forme eX = e¥, puis
r = 0 on utilise Péquivalence eX =e¥ <= X =Y
-2
r = 0

L’équation a une unique solution : 0.

z2 16

e = e ”
, Méthode

v =16 L’équation X2 = A a deux solutions lorsque
= V16 ou z=—-VI16 A est strictement positif : VA et —vA.
4 ou x=-4

L’équation a deux solutions : —4 et 4.

3.
I2
e = e
22 _ 1
€ = ¢ Rappel
r = V1 ou z=—-V1
= 1 ou z=-1

L’équation a deux solutions : —1 et 1.

2

xT > e2

2 > 2
22-2 > 0

Le trindme 22 — 2 est du signe de a = 1 partout sauf entre ses racines : V2 et —v/2.
D’ot le tableau de signe :

z —00 -V2 V2 +00
signe de z® — 2 + (j) — li) +

5. —1 est un nombre négatif. On en déduit que cette | Ne vous laissez pas i}lrprendre par « le —x ».
équation n’a pas de solution. Pour tout réel X, e* est un nombre stricte-

ment positif.
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e”2 > g0 e On écrit I'inéquation sous la forme e” > €Y, puis
) on utilise I’équivalence e* > e¥ <z > y.
0 e Attention, lorsque ’on divise par un nombre
r < ) strictement négatif (ici —2), on change le sens de
z < 0 I’inégalité.

L’inéquation a pour solution : | — oo ; 0].

Exercice 3

1. Equation e2*73 = ¢7%+7,
e?x73 _ efw+7
wes = T
dr = 11% On reconnait une équation du type eX =e¥ que
r = 3 I’on sait résoudre.

2. Equation e x e"20tl _ 1 = .

e x e 2t _q 0
ew272w+1 _ 1
el T2l 0 On se raméne & une équation du type e* = ¥
22 -2 +1 = 0 que l'on sait résoudre.
(z—1?% = 0
z = 1
Donc .« = {1}.
3. Equation 3¢ +¢” — ;L =0 ) Ici, c’est le changement de variables qui va per-
En posant X =e”, 3¢™ +e" —4=0+=3X"+ X -4 =0. mettre de résoudre ’équation.
-1-7 4 —-147
A =1%—4x3x(—4) =49 > 0 donc deux solutions X; = 2%3 — 3 et Xo = ﬁ:

On cherche la valeur de z telle que ¥ = X5 et celle de z telle que e = X5 :

4
e ¢ = —— < 0: Cette équation n’admet pas de solution car, pour tout z € R, e* > 0.

e el =1<«—=2=0.

Donc .7 = {0}.
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—3x 1

4. Inéquation e > prTS
e 3 > L
o +6 On s’y rameéne
-3 —(z+6 NN . .
e ¥ > o (10 On se rameéne & une inéquation du type eX > ¥’
—3xr > —x—6 qu’on sait résoudre.
-2z > -6
r < 3
Donc . =| — o0 ; 3[.
3 e—2r+1
. Inéquation (e*)” < 1
e
—2z+1
3 e
@ <
e’ g e 2wtld On se rameéne & une inéquation du type eX < eV
, o
32 < —22-3 qu’on sait résoudre.
3

A reconnaitre

C’est un produit dans le membre de gauche et il
v a 0 dans le membre de droite. On peut faire un
tableau de signes pour résoudre cette inéquation.

. Inéquation (e +1)(e" 2 —¢) > 0.

ec” 2 _e>0<=e"2rele=ar—2>1 <23

e e 4 1>0.

On en déduit le tableau de signe :

T —00 3 400
Remarque
Signe de e**! 41 3
igne de e®t! + + + (e +1)(e® 2 —e) est du signe
de € 2 —e > 0 car, pour tout
Signe de e*72 — e - + z € R, "t 41> 0.
Signe de 0
(ex+1 + 1)(690—2 _ e) - +
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Exercice 4

- L’essentiel

e Pour k > 0, la fonction fi : t > e est définie et dérivable sur R et, pour tout réel ¢, fi.(t) =k x e*.

+00

-

£t L

e Pour k > 0, la fonction fi : t — e * est définie et dérivable sur R et, pour tout réel t, fi(t) = —k x e”**.
T —00 0 +00
F'() -

Jr(®) \

—kt

tion fr : t——e avec k > 0.

. Les courbes bleues représentent des fonctions f strictement décroissantes, et correspondent donc a des fonc-

Les courbes rouges représentent des fonctions fj strictement croissantes, et correspondent donc & des fonction

fr : t— e avec k> 0.

'S

4
—

/

AN 5 5 / /
0,4 /
ol
d04 | -
0,7 ] ——
9 \\: IRy / .
44 43 42 41 0 44 43 42 41 0

Ona f(1)=e % et (1) = 0.

Or, e 07 < 704,

On en déduit que la fonction £ est représentée par la courbe %4 et
par suite la fonction f est représentée par la courbe 3.

L’astuce ~

C’est grace a la comparaison de 'image de 1
par les fonctions f et ¢ qu’on pourra se posi-
tionner.

N’oubliez pas que la fonction exponentielle
étant strictement croissante, les nombres et
les images par cette fonction sont rangés dans
le méme ordre. Ainsi, e=%7 < ¢7%* puisque
—0,7 < —0,4.
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De la méme facon, on a : g(1) = %% et h(1) = e!5.

Or, eb® > %4,
On en déduit que la fonction g est représentée par la courbe %5 et par suite la fonction h est représentée par
la courbe €.

2. o La fonction f définie par f(z) = e*0%*
point de coordonnées (0 ; 1) et (1 ; %09).

est strictement croissante. Sa courbe représentative passe par le

e La fonction g définie par g(z) = e 3% est strictement décroissante. Sa courbe représentative passe par le

point de coordonnées (0 ; 1) et (1; e ?).

3. f est une fonction dérivable sur R de la forme  : — e** avec k = 0, 5.
Sa dérivée est donnée par f'(z) = 0,5¢™%" qui est strictement positive sur R. On en déduit que la fonction
f est strictement croissante sur R.
Pour représenter f, on compléte le tableau de valeurs ci-dessous en utilisant la calculatrice et le menu TABLE.

z | -3| —2| -1| —-0,5| 0| 05| 1 2 3
flz) [ 022] 037061 | 078 | 1 |1,28] 1,65/ 2,72 | 4,48

A

4

3

5 ]

/
:2 :1 0 1 2 g

Exercice 5

1. Augmenter une quantité de 5 % revient & la multiplier par 1,05.
Ainsi, en notant u,, le nombre d’habitants dans cette ville en 2016 4+ n, on a :
uo = 1000 et up4+1 = 1, 05uy,.
En utilisant une calculatrice, on obtient le tableau de valeurs suivant (les valeurs sont arrondies a 1'unité) :

n 0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10
f(z) | 1000 | 1050 | 1102 | 1158 | 1216 | 1276 | 1340 | 1407 | 1477 | 1551 | 1629
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1900

1800

1700

1600

1500

1400

1300

1200

1100

1000

900

2. a. On a ug = 1000, donc f(0) = 1000 soit a x €% = 1000, d’ott a = 1000.
La fonction f est donc définie par f(t) = 1000e**.

b. On a u; = 1050, donc f(1) = 1050, soit 1000 x e**1 = 1050, d’ou e* = 1, 05.
Le nombre k est donc bien solution de I’équation e = 1, 05.

c. On cherche a 'aide de la calculatrice la solution de I’équation e* = 1, 05.
Pour cela, on représente la fonction x — e” et on trace la droite d’équation y = 1, 05.
En utilisant le solveur graphique on trouve une valeur approchée de la solution.

Y1=e"K
Ya=1.85 h
Erarkh Func 1= // ’_'_,_-ﬂ"'fﬂdf
Y18e"n [—1]
Y2E1.85 [—1
IZECT
nw=0.04BT801EY] ¥=1.05
On obtient cette représentation avec Xy = —0,5, Xnyrae = 0,5, Calculatrice
Xscate = 0,1 Yarin = 0, Yairaz = 1,2 et Yscare =0, 2. Pour trouver la bonne fenétre d’affichage (du
Avec le solveur graphique Gsolv (touche puis e), on obtient | moins celle qui permet de bien visualiser la
des valeurs approchées des coordonnées du point d’intersection | situation) il faut parfois s’y reprendre a plu-
entre les deux courbes avec [TEtT touche e sieurs fois. Ne vous découragez pas !

On trouve k ~ 0,04879. La fonction f est donc définie par f(t) = 1000e*04879%
Ci-dessous, on a tracé la courbe de la fonction f. Celle-ci coincide bien avec les points du nuage.
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3. On cherche la valeur de t a partir de laquelle f(¢) > 2000.
On est donc amené & résoudre I'inéquation 1000487 > 2000.
En utilisant la calculatrice en représentant la fonction f et la droite d’équation y = 2000.

Y1=1800a"™ (A, B3T3
YE=Z2EEA dh
Grarkh Func &Y=
YiglaaEe" A, 8437 —]
YZ2EZ2AEE [—1]
IZECT
h=lU4. 20BTUBHEY Y=20oon
On obtient cette représentation avec Xy = 0, Xprae = 20,
Xscate =2 Yarin = 0, Yarae = 2500 et Ygeqie = 500. Calculatrice
Avec le solveur graphique Gsolv (touche puis e), on obtient Méme remarque que précédemment |

des valeurs approchées des coordonnées du point d’intersection
entre les deux courbes avec [I=CT touche e

On trouve donc comme valeur approchée ¢ > 14,21. C’est donc dans 14 ans et 2 mois (0,21 x 12 = 2,52)
que la population va doubler, soit a partir de février 2030.
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