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MATHEMATIQUES

Comportement global d’une suite : entrainement (corrigé)

Exercice 1

1. Pour tout entier naturel n, u,+1 — u, = 2n + 1.

Or 2n+1 > 0. Par conséquent la suite u est strictement croissante. | de variation d’une suite.

2. On a ug = 0.

U =uy+2x04+1=0+1=1.
U =u1 +2x14+1=14+2+1=4.

Uz =uz+2x2+1=44+4+1=09.

On conjecture que pour tout entier naturel n,

Uy = n?

Explication

C’est le signe de u,+1 — u, qui donne le sens

Ici, en retranchant u,, dans chaque membre
de I’égalité u,41 = uy + 2n + 1, on obtient le
résultat souhaité.

" J

Calculatrice
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Pour aller plus loin \

En vérifiant que cette conjecture est vraie pour n = 0 (en effet,
0% = 0) et en supposant que celle-ci soit vraie pour un certain
entier n, on a pour cet entier :

Uns1 =Up +2n+1=n2+2n+ 1= (n+ 1)
Autrement dit, la propriété est vérifiée pour lentier (n + 1),
puisque u, 1 = (n + 1)2.
Ce résultat permet de prouver que la relation est vraie pour tout
les entiers n. C’est une démonstration qui sera étudiée en, termi-
nale. Elle porte le nom de démonstration par récurrence.
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Exercice 2

- Partie A -
2u
On a f(uy,) = 2—#732 = Up+1. On en déduit que la fonction f est bien la fonction associée a la suite .
n
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D’apres ce graphique, on conjecture que la suite u est décroissante et que u converge vers 0.

- Partie B -
2U0 2
1. a. uy = = -,
2+ 3ug 5 5
2u, 2x= 1
u2 = 2 3 = 2 = —,
TOUL 935 2
1 5
2u; 2x 7 12
U3 = = = —,
1
2 + 3UQ 2 + 3x = 11
4
3 3 , . . s
b. u1 —ug = —% et up —ug = ~30° donc u; — ug # ug — u1. Par conséquent la suite n’est pas arithmétique.
2 5
M2 22 —, donc n #* %2 par conséquent, la suite n’est pas géométrique.
Ug 5 w1 8 UuQ U1
2u 22Uy — up(2 + 3u —3u?
2. Upy1 — Up = T;un — U, = —= 5 —:(BUR n) = 5T 3;1 < 0, compte tenu que u, > 0 pour tout n € N.

Attention !

On en déduit que la suite (un) est décroissante. Les variations de la fonction f ne donnent pas
le sens de variation de la suite (uy,).

2
3.a. vg=14—=3,

bl 5
v7=14—=142x%x = =6,

9 ?
vo=14+4—=142x4=09.

U2

Vocabulaire
C’est une conjecture. Encore une fois, si cela

Il semble que cette suite soit arithmétique de raison 3. semble vrai pour les premiers termes, il faut le

démontrer pour tous les termes. D’otu le calcul
littéral !
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b. On exprime pour tous les entiers naturels n, v,41 en fonction de v, :

2

Un+1
2
Uy,
24 3u,
2+ 3u,
2

Un

Un+1 = 1+

= 14+2x Diviser, cela revient a multiplier par 'inverse.

2+ 4u,
Un

2 4
| A

Donc la suite (v,) est arithmétique de premier terme vy = 3 et de raison 3.

4. On en déduit que v,, = vg + nr = 3 + 3n.

vy, = 1+ 3
Un
2
m—1= Uy, Explications
1 _ Un On exprime u,, en fonction de v, grace a I’éga-
vp — 1 2 ) lité v, = 1 + —. Comme on a déja v, en
Up = 2X o —1 fonction de n, oerlnaura u,, en fonction de n.
2
Un = Uy — 1

2 2
3+3n—1 2+3n
5. On conjecture que la limite de la suite est 0. En effet, plus n prend des grandes valeurs, plus u, prend des valeurs
qui se rapprochent de 0.

Comme v, = 3 + 3n, on obtient pour tout entier naturel n : u, =

Exercice 3

2x — 3
1. On a u, = f(n) avec f la fonction définie sur [0 ; +oo[ par f(x) = ;+ 1

Sens de variation

Pour les suites définies de maniere explicite, le sens

La fonction f est un quotient de deux fonctions. de variation de la fonction sur [0 ; +oo[ donne le sens
de variation de la suite. Attention, cela n’est pas vrai
pour les suites définies de maniére récurrente.

Remarque
uw'v — uv' d

/!
On utilise la formule (%) =5 avec w(xz) =2z —3etv(x) =x+4. W(z) =2 et v'(z) = 1.
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2 +8 — (2z — 3)
(x +4)2
264+ 8 -2+ 3
(x+4)2
11
(x +4)?

Plus lon
La fonction dérivée est strictement positive sur [0 ; +oo[, ainsi f est stricte- <

i :
ment croissante sur [0 ; +ool. L’étude du signe de uni1 — ug

est plus longue. Vous pouvez es-
sayer :-)

On peut donc affirmer que u est strictement croissante.

Réponse : a.

2. La suite u est une suite géométrique puisque sa formule de récurrence est de la forme u, 11 = ¢ X u, avec ¢ = 3

p Pensez-y ! N

Le signe du premier terme de la suite géomé-
trique est important.

Sa raison est strictement supérieure a 1 et son premier terme est 3\ "
strictement positif, elle est donc croissante. En effet dans notre cas, on a un, =5 x 2

n
Réponse : a. La suite ( 3 est croissante. En multi-

pliant par un nombre strictement positif, on
ne change pas le sens de variation. Ainsi u est
croissante.

" J

3
3. On a une suite du type u,, = f(n) avec f définie par f(z) = — — 1.
x

Le sens de variation de cette fonction sur |0 ; +oo[ donne le sens de variation de la suite associée.

1 . P Fonctions associées
e 1 +—— — est strictement décroissante sur |0 ; +o0[

u et kX u ont le méme sens de variation si k > 0

3 N .
e r — 3 x — = — est strictement décroissante sur |0 ; 400] et u et u + k ont le méme sens de variations.
5 Lo Vous pouvez également calculer la dérivée qui
e z — — — 1 est strictement décroissante sur J0 ; +ool. est trés simple !
x

Ainsi u est décroissante.
Réponse : b.

Exercice 4

1. En calculant les premiers termes on obtient :

—
El
[TTRL TR

|

On conjecture que u est une suite arithmétique (si, si, regardez bien!).
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On calcule up41 — u, et on montre que cette différence est

constante (c’est-a-dire indépendante de n).
Uns1 —un = (5—2(n+1))—(5—2n) Toute suite v définie par une relation du type

U, = a + bn est une suite arithmétique de

= 6-2m-2)—(5-2n) raison b et de premier terme a.

= 3-2n—-54+2n
= -2

La suite u est donc arithmétique de raison —2.

Réponse : a.

. La suite est arithmétique de raison —2, elle est donc strictement décroissante.
Réponse : b.

. Intuitivement, la limite de cette suite est —oco. On retranche 2 a chaque fois pour passer d’un terme au suivant....
on imagine bien ce que vont devenir les termes quand n va prendre des grandes valeurs.

Réponse : b.

5 www.mathGM.{r



